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1 張志煥截線

張志煥截線是幾何王子張志煥在計算共圓時經常使用到的工具。

Proposition 1. 給定 4ABC，一點 P 與 4ABC 的外接圓錐曲線 C。令 4PAPBPC
為 4ABC 的 C-西瓦三角形。對於 C 上一點 X，令

XP,A = XPA ∩ BC, XP,B = XPB ∩ CA, XP,C = XPC ∩ AB,

則 P , XP,A, XP,B, XP,C 共線。

Proof. 考慮 C 上的六折線們 BCPCXPAA, CAPAXPBB，由帕斯卡定理即可得 P ,

XP,A, XP,B, XP,C 共線。 ■

我們稱上述所共的直線 PXP,AXP,BXP,C 為 X 關於 (4ABC, C) 的張志煥 P -截線，

記為 PerCP (X)。定義相當的簡單，我們顯然有

Proposition 2. 給定 4ABC，一點 P 與 4ABC 的外接圓錐曲線 C。我們有

PerCP : C → TP

為保交比變換。

Proof. 注意到

PerCP = [XP,A 7→ PXP,A] ◦ [X 7→ XP,A]. ■
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1 張志煥截線

Proposition 3. 給定 4ABC，一點 P 與 4ABC 的外接圓錐曲線 C。設 D 為

4ABC ∪ P 的外接圓錐曲線，T 為 C 與 D 的第四個交點，則對於 C 上一點 X，

PerCP (X) ∩ D ∈ TX。

Proof. 令 D = PerCP (X) ∩ D，由於 PerCP 為保交比變換，我們有

T (A,B;C,X) = (A,B;C,X)C = PerCP (A,B;C,X)

= (AP,BP ;CP,PerCP (X)) = (A,B;C,D)D = T (A,B;C,D),

故 T , X, D 共線。 ■

Proposition 4. 給定 4ABC 與其外接圓錐曲線 C。對於任意兩點 P , Q 與任意一點

X ∈ C，

(i) PerCP (X) ∩ PerCQ(X) ∈ (ABCPQ),

(ii) 若 T 為 C 與 (ABCPQ) 的第四個交點，則 T , X, PerCP (X) ∩ PerCQ(X) 共線。

Proof. (i) 令 PA = AP ∩ C, QA = AQ ∩ C, Z = PerCP (X) ∩ PerCQ(X)，我們有

P (A,Z;B,C) = (AP ∩BC,XPA ∩ BC;B,C) PA= (A,X;B,C)C

QA= (AQ ∩ BC,XQA ∩ BC;B,C) = Q(A,Z;B,C)

因此由圓錐曲線基本定理可得 Z ∈ (ABCPQ)。

(ii) 由 (i) 及 (3)，

PerCP (X) ∩ PerCQ(X) = PerCP (X) ∩ (ABCPQ) ∈ TX. ■

這邊給一些未來會用到的記號。給定 4ABC 與其外接圓錐曲線 C 及一點 X。

(i) 對於任意兩點 P , Q，我們記

DP,Q = (ABCPQ).

(ii) 對於任意兩點 P , Q，我們記

LiCP,Q(X) = PerCP (X) ∩ PerCQ(X) ∩ DP,Q ∩ (C ∩ DP,Q)X.

(iii) 對於任意外接圓錐曲線 T，我們記

LiCD(X) = D ∩ (C ∩ D)X.

因此，LiCP,Q(X) = LiCDP,Q(X)。
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Proposition 5. 給定三角形 4ABC 與其外接圓錐曲線 C 及 C 上一點 X。令 D 為

4ABC 的外接圓錐曲線，則

PerC•(X) : D → TLiCD(X)

為一保交比變換。

Proof. 因為 PerCP (X) = LiCD(X)P。 ■

Proposition 6. 給定三角形 4ABC 與其外接圓錐曲線 C 及 C 上一點 X。令 ℓ 為任

意直線，則

{PerCP (X) | P ∈ ℓ}

的包絡線為 4ABC 的內切圓錐曲線，記為 BC
ℓ (X)，且

PerC•(X) : ℓ→ TBC
ℓ (X)

為一保交比變換。

Proof. trivial ■

對於任意不過頂點的直線 L，我們知道 4ABC 上的等共軛變換與 4ABC 的外接

圓錐曲線有個一一對應，即 φ 7→ φ(L)。以下簡記 φ(L) 為 Lφ ，特別地，當 L = L∞,

φ 為等角共軛變換 ( · )∗，L∗
∞ 為 4ABC 的外接圓 Ω。

Proposition 7. 令 φ 為 4ABC 上的一個等共軛變換，D 為 4ABC 的外接圓錐曲

線。則對於任意 X ∈ Lφ，

Dφ = PerLφLiLφD (X)
φ(X).

Proof. 令 D = Dφ ∩ BC, Li = LiLφD (X)，則

X(B,C;D,A(XD ∩ Lφ) ∩ BC) = T (B,C;X,A) = (B,C;Li, A)D

= A(C,B;Liφ, D) = (B,C;D,ALiφ ∩ BC),

因此 ALiφ, XD, Lφ 共點，故 Dφ = PerLφLiφ(X)。 ■

Corollary 1. 令 φ 為 4ABC 上的一個等共軛變換，且 X ∈ Lφ。對於任意點 P，設

Li = LiLφP,φ(P )(X)，則

Pφ(P ) = PerLφLiφ(X).
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1 張志煥截線

Proof. 在 (7) 中取 D = DP,φ(P )。 ■

Theorem 1 (張志煥截線基本定理). 令 φ, ψ 為 4ABC 上的兩個等共軛變換。設 X

為 Lφ 和 Lψ 的第四個交點，P 為任意一點，則

(i) X, Aφ(P ) ∩ Lφ, Aψ(P ) ∩ Lψ 共線。

(ii) φ(P )ψ(P ) = PerLφφ(P )(X) = PerLψψ(P )(X)。

Proof. (i) 設 Aφ(P ), Aψ(P ) 分別交 Lφ, Lψ 於 φ(P )A, ψ(P )A。簡單地觀察到

X(A,φ(P )A;B,C) = A(A,φ(P )A;B,C)Lφ
φ
= A(∞BC , P ;B,C)

ψ
= A(A,ψ(P )A;B,C)Lψ = X(A,ψ(P )A;B,C).

(ii) 設 Xφ(P )Aψ(P )A 交 BC 於 XP,A，我們有

XP,Aφ(P ) = PerLφφ(P )(X) = PerLψψ(P )(X) = XP,Aψ(P ),

故

φ(P )ψ(P ) = PerLφφ(P )(X) = PerLψψ(P )(X). ■

Example 1 (等共軛對合). 令 φ 為 4ABC 上的一等共軛變換，則對於任意兩點 P ,

Q，設 Pφ(Q) ∩ φ(P )Q = R, PQ ∩ φ(P )φ(Q) = S，則 φ(R) = S。

Proof. 定義一等共軛變換 ψ 將 P 7→ Q，考慮 Lφ, Lψ 的交點 X，則由 (1) 的 (ii)。

PerLψP (X) = Pφ(Q) = PerLφφ(Q)(X),

PerLψQ (X) = φ(P )Q = PerLφφ(P )(X).

注意到 R = Pφ(Q) ∩ φ(P )Q = LiLψP,Q(X) = LiLφφ(P ),φ(Q)(X)，因此

φ(R) ∈ PQ ∩ φ(P )φ(Q) = S. ■

Example 2 (正交共軛小性質). 設 P 在三角形 4ABC 的歐拉線上，設 P ∗, P o 為 P

的等角共軛點、正交共軛點，則 H, P ∗, P o 三點共線。

Proof. 令 L 為三角形 4ABC 的歐拉線，則注意到 H ∈ L∗ ∩ Lo，因此 H, AP ∗ ∩ L∗,

AP o ∩ Lo 三點共線。 ■
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Proposition 8. 令 φ 為 4ABC 上的等共軛變換，D 為 4ABC 的外接圓錐曲線，T

為 D 與 Lφ 的第四個交點。則對於任意 P ∈ D，TP ∩ Lφ, XPφ ∩ Lφ, LiCD(X)φ 共線。

Proof. 令 Li = LiLφD (X), Q = TP ∩ Lφ, R = XPφ ∩ Lφ，我們知道 Q 7→ R 為保交比變

換，因此我們只需證明 Q 7→ R 為對合變換且對合中心為 LiCD(X)φ。取 P = A，我們有

Q = A, R = X(Dφ ∩ BC) ∩ Lφ。由 (7)，我們知道 Dφ = PerLφLiφ(X)，因此 QR 過 Liφ。

這在 P = B, C 時也是對的，因此 Q 7→ R 為對合變換且對合中心為 LiCD(X)φ。 ■

現在假設 C 為 4ABC 的外接圓 Ω = �(ABC)，那麼某些張志煥截線就會是一我

們平常熟悉的線。

Example 3. 令 O 為 4ABC 的外心，則對於任意一點 X ∈ Ω，PerΩO(X) 為 X 關於

4ABC 的正交截線 O(X)。

Example 4. 令 H 為 4ABC 的垂心，則對於任意一點 X ∈ Ω，PerΩH(X) 為 X 關於

4ABC 的施坦納線 SX。

Example 5. 令 K 為 4ABC 的共軛重心，則對於任意一點 X ∈ Ω，PerΩK(X) 為 X

關於 4ABC 的三線性極線 tX。

我們簡記 PerΩP (X) 為 PerP (X)，LiΩD(X) 為 LiD(X)，為 X 關於 4ABC 的 P -張

志煥截線。事實上，我們對於 PerP (X) 的角度有一些刻畫。

Proposition 9. 設 X 為 4ABC 的外接圓 Ω 上任意點，則對於任意兩點 P , Q，

∡(PerP (X),PerQ(X)) + ∡P ∗XQ∗ = 0◦,

其中 P ∗, Q∗ 分別為 P , Q 關於 4ABC 的等角共軛點。特別地，取 Q ∈ BC 我們有

∡(PerP (X), BC) = ∡AXP ∗.

Proof. 令 D = DP,Q，ℓ = Dφ，由 (5)，

[PerP (X) 7→ XP ∗] = [P ∗ 7→ XP ∗] ◦ [P 7→ P ∗] ◦ [PerP (X) 7→ P ]

為保交比變換。因此由對稱性我們只需證明

∡BLiC + ∡ℓbXℓc = 0◦,
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1 張志煥截線

其中 Li = LiD(X), ℓb = ℓ ∩ CA, ℓc = ℓ ∩ AB。由 (8)，我們可以得到 Li∗B = Xℓb ∩ BLi∗,

Li∗C = Xℓc ∩ CLi ∈ Ω，因此

∡BLiC = ∡ABLi∗ + ∡Li∗CA = ∡ALi∗CLi∗B + ∡Li∗CLi∗BA = ∡Li∗CALi∗B = ∡ℓcXℓb. ■

Remark. 關於特例的敘述有以下的純幾證明，而事實上也可由此推得廣義的情形：

令 PA = AP ∩Ω, P ∗
A = AP ∗∩Ω, D = AP ∩BC, XP,A = XPA∩BC。由 PAP

∗
A ‖BC，

我們易得 4XP,APAD
−∼ 4AP ∗

AX。在 PAXP,A 上取點 E 使得

DE ‖PXP,A = PerP (X)，由常見的等角共軛比例 Lemma，我們有

AP ∗

P ∗P ∗
A

=
PD

DPA
=
XP,AE

EPA
.

因此我們有 4XP,AED
−∼ 4AP ∗X，最後由算角度可得

∡AXP ∗ = ∡EDXP,A = ∡(PXP,A, BC) = ∡(PerP (X), BC). ■

以下假設 L = L∞ 無窮遠線。我們來看看幾何王子是怎麼計算共圓的吧！

Theorem 2 (a). 令 Ω = L∗ 為 4ABC 的外接圓。對於任意等共軛變換 φ，設 X

為 Lφ 與 Ω 的第四個交點。對於任意點 P，設 T 為 Lφ 與 (ABCPφ(P )) 的第四個交

點，P ∗, φ(P )∗ 分別為 P , φ(P ) 關於 4ABC 的等角共軛點。則 TX, Pφ(P )∗, P ∗φ(P ),

�(Pφ(P )X), (ABCPφ(P )) 共於一點 LiLφP,φ(P )。

Proof. 由 (4) 及 (1) 的 (ii)，我們有

TX ∩ (ABCPφ(P )) = LiLφP,φ(P ) = PerLφP (X) ∩ PerLφφ(P )(X) = Pφ(P )∗ ∩ P ∗φ(P ).

因此由 (1) 的 (ii) 及 (9)，

∡PLiLφP,φ(P )φ(P ) = ∡(Pφ(P )∗, φ(P )P ∗) = ∡(Perφ(P )∗(X),PerP ∗(X))

= ∡AXφ(P ) + ∡PXA = ∡PXφ(P ),

即 P , φ(P ), X, LiLφP,φ(P ) 共圓。 ■

上面這個定理我們常用的是以下的敘述。

Theorem 2 (b). 令 Ω = L∗ 為 4ABC 的外接圓。對於任意等共軛變換 φ，設 X 為

Lφ 與 Ω 的第四個交點。對於任意點 P，設 Li = P ∗φ(P ) ∩ Pφ(P )∗，其中 ( · )∗ 為等角

共軛變換。則 P , φ(P ), X, Li 四點共圓。
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因此我們有以下推論

Corollary 2. 令 Ω = L∗ 為 4ABC 的外接圓。對於任意等角共軛點 P , P ∗，以及外

接圓上一點 X，設 (ABCPP ∗) 和 �(ABC) 的第四個交點為 T，XT 和 (ABCPP ∗) 交

於一點 Li。則 P , P ∗, X, Li 四點共圓。

事實上，(5) 有如下的推廣：

Proposition 10. 若X位於4ABC的外接圓錐曲線 C上，P 為4ABC與 pC(4ABC)

的透視中心，則 PerCP (X) 為 X 關於 4ABC 的三線性極線 tX。

Proof. 令 4PAPBPC 為 P 關於 4ABC 的 C-西瓦三角形，則 ABPAC 為 C 上的調和四

邊形，因此

(B,C;AX ∩ BC,PerCP (X) ∩ BC) X
= (B,C;A,PA)C = −1.

同理有

(C,A;BX ∩ CA,PerCP (X) ∩ CA) = (A,B;CX ∩ AB,PerCP (X) ∩ AB) = −1,

故 PerCP (X) = tX。 ■

Example 6. 令 St 為三角形 4ABC 的施坦納外接橢圓，則重心 G 為透視中心，因

此 PerStG (X) 為 X 關於 4ABC 的三線性極線 tX。

Example 7. 設 L◦ 為 L∞ 的正交共軛軌跡，則垂心 H 為透視中心，因此 PerL◦

H (X)

為 X 關於 4ABC 的三線性極線 tX。
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2 更多等共軛

不知道大家有沒有發現，置換線基本定理有一個缺點，就是常常等共軛定完之後我們

根本不知道關於等共軛本身的事實，像是無窮遠的等共軛軌跡是誰，或者是有沒有辦

法找出其他等共軛點對之類的問題，所以最多只能作開兩次基本定理的操作，因此這

個章節我們將證明一個等共軛的小性質，並且用它來讓置換線基本定理變的更強大。

Proposition 11. 設 φ 為 4ABC 上的一個等共軛變換，並假設 Lφ 是無窮遠線的軌

跡，則 Lφ 的中心為 O 若且惟若 φ(O) 為 O 的反補點。

Proof. (⇒) 設 AO, Aφ(O) 交 Lφ 於 U, V，則 UV ‖ BC，且由平行弦定理 UV 中點、

BC 中點、O，三點共線，且由於 O 為 Lφ 的中心，O 為 AU 中點，故 U 關於 BC 中

點的對稱點位於 Aφ(O) 上，即 O 的反補點在 Aφ(O) 上，故由三邊對稱可知 φ(O) 為

O 的反補點。

(⇐) 考慮以 O 為中心的外接錐線 C，則由等共軛和外接錐線有一一對應，存在一個等

共軛 φ′ 滿足 Lφ′
= C，因此由 (⇒)，我們知道 φ′(O)為 O的反補點，即 φ′(O) = φ(O)，

因此 φ′ = φ，故 Lφ 的中心為 O。 ■

Corollary 3. 設 φ 為 4ABC 上的等共軛變換滿足 φ : N ↔ O，則 φ(X110) ∈ L∞

Proof. 設 L = L∞，X 為 Ω 和 Lφ 的第四個交點，則由置換線基本定理

PerLφN (X) = PerH(X) = NH

因此 X 為歐拉線的反斯坦那點，故 X = X110。 ■

Proposition 12. N , Ko, X110 三點共線。

Proof. 注意到由 (11)，Lφ 的中心為 N，因此由 X110 ∈ Lφ，我們有 X110 關於 N 的對

稱點 T ∈ Lφ，考慮錐線 C = (ABCNT )，則我們有 LiLφC (X) = N，即 NH 和 C 相切，

且由 N 為 Lφ 的中心，我們有過 A, B, C, T 的錐線截 OH 所導出的對合為關於 N 的

對稱，因此 T ∈ J = (ABCOH)，此時考慮置換線基本定理

PerLφO (X) = PerKo(X) = OKo =⇒ LiLφJ (X) = Ko =⇒ Ko ∈ X110T

因此由 N ∈ X110T，我們得到 N , Ko, X110 三點共線。 ■
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Proposition 13. 設 φ 為 4ABC 上的一個等共軛變換滿足 φ : Ge↔ X9，則我們有

(i) φ : I ↔ G

(ii) φ(X100) ∈ L∞

(iii) Na↔ X57

Proof. 設 X 為 Lφ 和 Ω 的第四個交點，H(Fe) 為費爾巴哈雙曲線，則由基本定理，

PerLφGe(X) = PerX57(X) = GeX57 = GeX9, PerLφX9
(X) = PerGe∗(X) = Ge∗X9

因此 LiLφH(Fe)
(X) = PerLφGe(X) ∩ PerLφX9

(X) = X9。

注意到 G ∈ GeX9，因此 φ(G) ∈ H(Fe)，因此對 G 使用置換線基本定理我們有

KX9 = PerLφφ(G)(X) = PerK(X) =⇒ φ(G) ∈ KX9

但注意到 I ∈ KX9，且 I ∈ H(Fe)，因此 φ(G) = I 或 X9，但 φ 是一個雙射，故

φ(G) = I。

接著，我們證明 X = X100。

對 I 使用置換線基本定理，則我們有

GI = PerLφG (X) = PerI(X) =⇒ PerI(X) = INa =⇒ X = X100

接著，我們證明 φ : Na↔ X57。

注意到以下交比

(Ge,X9;G,φ(Na)) = (Ge,X9;Na, I)H(Fe)
= I(Ge,X9;Na, I) = (Ge,X9;G,X57)

故 φ : Na↔ X57。 ■

Corollary 4. I, X9 的 cross point 是 Ge∗。

Corollary 5. IK 和 IGX100 相切。

Proposition 14. 對於一個 4ABC 的外接錐線 C，設 P 為 C 的中心，P ′ 為 P 的反

補點，則對於任意點 T ∈ C，設 T ′ 為 T 關於 P 的對稱點，則 T ′ 的補點為過 ABCTP ′

的錐線中心。
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Proposition 15. 對於任意兩個等共軛變換 φ, ψ，設 P , Q 為 Lφ, Lψ 的中心，P ′, Q′

為 P , Q 的反補點，設 C 為過 ABCP ′Q′ 的錐線，C 分別和 Lφ, Lψ 交於 A,B,C 以外

的點 XP , XQ，則 XPP , XQQ, Lφ, Lψ 共點。

Corollary 6. 設 φ 為一個等共軛變換，P 為 Lφ 的中心，P ′ 為 P 的反補點，設

ABCHP ′ 和外接圓的第四個交點為 TO，則 TO 在外接圓上的對鏡點 X ∈ Lφ。

Example 8 (幾何大俠斬 TS 題). 設 P 為 4ABC 歐拉線上一點，Q, R 為 P 的等角

共軛點、反補點，則 QR 垂直 P 關於 4ABC 的正交截線。

Proof. 設 P 關於 (ABCPH) 的切線為 TP，則注意到 P 關於 4ABC 的正交截線會垂

直 TP，因此我們只要證明 TP ‖ QR，設 Q 關於 4ABC 的補點為 QC，考慮等共軛

φ : Q 7→ QC

考慮 X ∈ Lφ ∩ L∗，則我們由置換線基本定理

PerL∗

Q∗(X) = PerLφφ(Q)(X) = PQC

且注意到 PQC ‖ QR，因此只要證明 PQC = TP 即可。設 Li = LiLφ(ABCHP )(X)，則由李

四點的定義我們有

PerLφφ(Q)(X) = PerLφP (X) = PLi

因此我們只要證明 P = Li 即可。而注意到 PH = OH，因此

PerH(X) = HLi

所以我們只要證明 X = X110，這樣一來由 PerH(X110) = OH = PH，就有 P = Li 了。

在 Corollary ??. 取 P = QC 則我們會有 (ABCHQ) 和外接圓的第四個交點在外接圓

上的對徑點是 X，即 X = X110 ■

10



3 配極

3 配極

接著我們可以來討論和配極有關的一些性質，以下假設 L = L∞

Theorem 3. 令 Ω = L∗ 為 4ABC 的外接圓，則對於任意等角共軛點 P , P ∗，和一點

X ∈ Ω，設 Γ 為以 X 為圓心的圓，設 Ap = pΓ(BC),Bp = pΓ(CA), Cp = pΓ(AB)，則

(i) X ∈ �(ApBpCp)

(ii) 4ABC ∪ P ∪ P ∗ −∼ 4ApBpCp ∪ pΓ(PerP ∗(X)) ∪ pΓ(PerP (X))

Proof. (i) 由算角度我們顯然有

∡BpXCp = ∡(AC,AB) = ∡CAB = ∡CXB = ∡(ApBp, ApCp) = ∡BpApCp

(ii) 首先注意到

∡BAC + ∡BpApCp = 0

因此我們顯然有 4ABC −∼ 4ApBpCp

設 pΓ(PerP (X)), pΓ(PerP ∗(X)) 為 Q, Q∗，則

∡QApBp = ∡(PerP (X) ∩BC)XC = ∡PAC = −∡P ∗AB

故顯然有

4ABC ∪ P ∪ P ∗ −∼ 4ApBpCp ∪Q∗ ∪Q. ■

事實上配極某種程度上也可以保共斯坦納外接橢圓。

Proposition 16. 設 St 為 4ABC 的斯坦納外接橢圓，則對於 St 上一點 X，設 (X)

為以 X 為中心的圓錐曲線，設 Ap = p(X)(BC),Bp = p(X)(CA), Cp = p(X)(AB)，則 X

在 4ApBpCp 的斯坦納外接橢圓上。

Proof. 設 Stp 為 4ApBpCp 的斯坦納外接橢圓，則

A(A,B;C,X)St = (∞BC , B;C,AX ∩ BC)
p(X)
= (ApX,ApCp;ApBp, Ap∞BpCp)

= Ap(Ap, Bp;Cp, X)Stp

11



3 配極

同理可得

B(A,B;C,X)St = Bp(Ap, Bp;Cp, X)Stp , C(A,B;C,X)St = Cp(Ap, Bp;Cp, X)Stp

因此 X ∈ Stp。 ■

Proposition 17. 令 φ 為 4ABC 上的等截共軛變換，St = Lφ 為 4ABC 的斯坦納

外接橢圓，則對於任意點 P，和一點 X ∈ St，設 (X) 為以 X 為中心的任意錐線，設

Ap = p(X)(BC),Bp = p(X)(CA), Cp = p(X)(AB)，則

p(X)(PerStP (X)), p(X)(PerStφ(P )(X))

為 4ApBpCp 的一對等截共軛點。

Proof. 令 Q = p(X)(PerStP (X)), R = p(X)(PerStφ(P )(X))，則我們等價要證明

Ap(Bp, Cp;Ap, Q)Stp = Ap(Cp, Bp;Ap, R)Stp

然而這等價於要證明

(C,B;AX ∩ BC,PerStP (X) ∩ BC) = (B,C;AX ∩ BC,PerStφ(P )(X) ∩ BC)

但這是顯然的。 ■

Theorem 4. 延續 (17) 的標號，設 Q = p(X)(PerStP (X)), R = p(X)(PerStφ(P )(X))，設

LiStP,φ(P )(X) = Li, LiStpQ,R(X) = Lip，設 Lip 關於 4ApBpCp 的等截共軛點為 Lip′
，則

Pφ(Li)
φ(P )φ(Li) =

RLip′

QLip′

Proof. 設 ∞Pφ(P ) 關於 4ABC 的等截共軛點為 T△ABC，∞QR 關於 4ApBpCp 的等截

共軛點為 T△ApBpCp，則

Pφ(Li)
φ(P )φ(Li) = (P, φ(P );φ(Li),∞Pφ(P )) = A(φ(P ), P ;Li, T△ABC)(ABCPφ(P ))

RLip′

QLip′ = (R,Q;Lip′
,∞RQ) = Ap(Q,R;Lip, T△ApBpCp)(ApBpCpQR)

注意到我們有

Q = p(X)(PerStP (X)), R = p(X)(PerStφ(P )(X))

Lip = p(X)(PerStφ(Li)(X)), T△ApBpCp = p(X)(PerSt∞Pφ(P )
(X))

12



3 配極

則我們有

RLip′

QLip′ = Ap(Q,R;Lip, T△ApBpCp) = (PerStP (X),PerStφ(P )(X);PerStφ(Li)(X),PerSt∞Pφ(P )
(X))

= A(P, φ(P );φ(Li),∞Pφ(P )) (5)

= A(φ(P ), P ;Li,∞AT△ABC )

= A(φ(P ), P ;Li, T△ABC) =
Pφ(Li)

φ(P )φ(Li) . ■
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4 正交截線

4 正交截線

我們都知道外接圓上一點 X 的正交截線會是 O-張志煥線，但這樣似乎有點狹隘，因此

我們給了他一個也許會有用的推廣，我們先用另一個觀點來看平常的正交截線。

Proposition 18. 設 X 為任意點，設 D = DH,X，假設垂直 X 關於 D 的切線方向的

無窮遠點為 ∞⊥
DX，則 X 關於 4ABC 的正交截線 O(X) = PerD∞⊥

DX
(X)，特別的我們有

O(X) 垂直 X 在 D 上的切線

Proof. This is Trivial. ■

Proposition 19. 設 X 為任意點，D 為過 A, B, C, X 的任意外接錐線，則存在一點

P 使得，O(X) = PerDP (X)，並且我們有 X 在 D 上的切線垂直 PX。

Proof. 考慮一個變換 f : D → D，使得 XF(Y ) ⊥ XY，則這顯然是一個射影對合變

換，故存在一對合中心 P 滿足對所有 Y 都有 P, Y, f(Y ) 共線，特別的取 Y = A,B,C

可以注意到 PerDP (X) = O(X)，且因為 P 為對合中心，故 PX ⊥ XX，即 X 在 D 上

的切線垂直 PX。 ■

Proposition 20. 設 X 為任意點，則對於任何一點 P ∈ O(X)，存在一個過 A, B, C,

X 的外接圓錐曲線 D 使得 O(X) = PerDP (X)。

Proof. 設 AP 和過 X 垂直 AX 的直線交於點 PA，考慮錐線 D = (ABCXPA)，則

由 (19)，存在一點 P ′ 使得 O(X) = PerDP ′(X)，但這表示 P ′ ∈ O(X) ∩ APA，即

P = P ′。 ■

Proposition 21. 對於 4ABC 外接圓 Ω 上的點 X，設等共軛 φ 滿足 φ(X) ∈ L∞，

則 O(X) = PerLφφ(H)(X)，特別的我們有 φ(H) ∈ O(X)。

Proof. 考慮張志煥截線基本定理則我們有

PerLφφ(H)(X) = PerL∗

H∗(X) = PerO(X) = O(X) ■

Proposition 22. 給定等軸雙曲線上五點 PQABC，做過 P 垂直 AQ 的線交 BC 於

D 同理定義 E, F 則 D, E, F 共線且垂直 PQ。

14



5 心世界

5 心世界

Problem 1. 4ABC 三角形，4D′E ′F ′ 為三個旁切圓切點，A′ 為 A 關於外接圓的對

鏡點，AI 交 �(ABC) 於 M 6= A，MA′ 交 BC 於 X。

證明：XI ‖E ′F ′。

Proof. 設 H 為 4ABC 垂心，I ′ 為 I 對 EF 的對稱點，注意到根據定義我們有

PerI(A′) = IX，因此由算角 Lemma

∡(IX,BC) = ∡AA′I

另一方面，設 S 為 (AI) 和 (ABC) 的交點，則由完全四線形性質我們有 SN , EF , BC

共點，其中 N 為 B̆AC 弧中點，且由 ∡ASI = 90◦，我們有 PerI(S) = ID，其中 D 為

BC 上的內切圓切點，故 S, D, M 共線，設 T 為 D 在 EF 上的垂足，U 為 EF , BC

的交點，則我們有 ∡UTD = 90◦ = ∡USD，因此 S 為 {BC,CA,AB,EF,DT} 的密克

點，故我們有垂心線 H,T, I ′ 共線，且由垂心線垂直牛頓線以及牛頓線平行等截共軛

線，我們有 E ′F ′ ⊥ HI ′，最後算角

∡(XI,E ′F ′) = ∡(XI,BC) + ∡(BC,AI) + ∡(AI,E ′F ′)

= ∡AA′I + ∡(AH,EF ) + ∡(EF, TI ′)

= ∡AA′I + ∡(EF,AA′) + ∡(IA′, EF ) = 0

■

Problem 2 (幾何毒書會 Xn 馬拉松 P15). 設 Sc = X21 為三角形 4ABC 的歐拉線和

費爾巴哈雙曲線除了 H 以外的交點，則 Sc的等角共軛點為 X65 即切點三角形的垂心。

Proof. 首先注意到 X65 = X55X56 ∩ NaGe ( 屬於後者可以用 I, H 的極點是 X65 看出

來)，接著考慮 X110，則我們顯然有

LiHFe
(X110) = Sc, 因此，PerGe(X110) = GeSc,PerNa(X110) = NaSc

接著考慮等共軛變換 ψ = ( · )∗ ◦ φ ◦ ( · )∗，其中 ( · )∗, φ 分別為等角和等截共軛變換。

則不難發現 ψ(X110) ∈ L∞，故我們可以使用張志煥截線基本定理，

Sc ∈ PerGe(X110) = PerLψX56
(X110) = GeX56, Sc ∈ PerNa(X110) = PerLψX55

(X110) = NaX55

因此由迪沙格對合定理 Sc∗ = X65。 ■
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5 心世界

Problem 3 (幾何毒書會 Xn 馬拉松 P2). X3, X4, X69, X99 四點共圓

Proof. 注意到 X99 的三線姓極線為 X2X6，且我們知道 X69 為 X6 的反補點且在

(ABCOH) 上，因此 X69 = LiL∗

X3,X4
(X99)，故由 (2)，X3, X4, X69, X99 四點共圓。 ■

Problem 4 (幾何毒書會 Xn 馬拉松 P5). X69X99 交歐拉線在 X2 對 X3 對稱點。

Proof. 注意到我們有 X69 = LiL∗

HJ
(X99)，因此我們算角

∡GX99X69 = ∡AX99X74 + ∡GX99A

= ∡(OH,BC) + ∡(BC,PerΩK(X99))

= ∡(OG,BC) + ∡(BC,GX69) = ∡(OG,GX69)

即 �(GX69X99) 和歐拉線相切於 G。設 X69X99 交 OH 於 T，則由上一題我們知

道 X3, X4, X69, X99 四點共圓，故 T 滿足

TG
2
= TO × TH =⇒ T為 X2 對 X3 的對稱點 ■

Problem 5 (幾何毒書會 Xn 馬拉松 P12). 三角形 4ABC，I 為內心，O 為外心，Ge

為格爾鋼點，設 X104 為 OI 上無窮遠點的等角共軛點，X999 為 I, X57 中點，則 Ge,

X(104), X(999) 三點共線。

Proof. 設 X104Ge 交 �(ABC) 於 X，則我們有 Ge = LiΩHFe
(X)，因此由我們有

∡GeXI = ∡AXGe+ ∡AXI

= ∡(OI,BC) + ∡(BC,PerI(X)) = ∡(OI, IGe)

即 OI 和 �(XGeI) 相切。

另一方面，我們有 X56, Ge, X21 共線，因此

∡X65X56Ge = ∡(OI,Per21(X))

= ∡(OI,BC) + ∡(BC,PerX21(X))

= ∡AXGe+ ∡X65XA = ∡X65XGe

因此 X56, Ge, X21, X 四點共圓，且注意到我們有

−1 = (I,X57;X65, X56) =⇒ X999I
2
= X999X57

2
= X999X56 ×X999X65

故 X999 在 �(X56GeX21X) 和 �(XGeI) 的根軸上，即 X999 ∈ XGe = GeX104 ■
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Problem 6 (幾何毒書會 Xn 馬拉松 P13). X7, X8, X21, X99 四點共圓

Proof. 注意到我們有 X99 ∈ L∗ ∩ Lφ，其中 φ 為等截共軛變換，現在取 P = X7，因此

由 (2)，我們有

X7, X8,LiLφX7,X8
(X99), X99, 四點共圓

且我們注意到 X21 = X7X56 ∩X8X55 = LiLφX7,X8
(X99)，故得證。 ■

Problem 7. X21, X55, X56, X110 四點共圓。

Proof. 設 φ 為等截共軛變換，則考慮等共軛 ψ : (·)∗ ◦ φ ◦ (·)∗，則我們有

ψ : X55 7→ X56

設 X 為 L∗ 和 Lψ 的第四個交點，則我們有 X55X8 ∩X56X7 = X21 因此由 (2)，

X55, X56, X21, X四點共圓

接著我們證明 X = X110。

這等價要證明 ψ(X110) ∈ L∞ 但注意到

ψ : [x : y : z] 7→
[
a4

x
:
b4

y
:
c4

z

]
且我們有 X110 =

[
a2

b2 − c2
:

b2

c2 − a2
:

c2

a2 − b2

]
，因此

ψ(X110) =
[
a2(b2 − c2) : b2(c2 − a2) : c2(a2 − b2)

]
顯然滿足無窮遠線的方程式 x+ y + z = 0，因此 X = X110，故得證。 ■

特別地，我們有 G, X15, X16, X110 四點共圓。

Problem 8. 設 Kθ 為 Kiepert 雙曲線上角度為 θ 的點，則對於任意的 θ，我們都有

G, K∗
θ , K∗

−θ, X110 四點共圓。

Proof. (純幾) 首先我們知道 X110 的斯坦納線為 HG，因此由 PerH(X110) = HG 我們

知道 LiΩHk
(X110) = G，並且注意到對於任意的 α，我們都有 K, Kα, K−α 共線和 G, K∗

α,

K−α 共線，即

PerKθ(X110) = GK∗
−θ, PerK−θ(X110) = GK∗

θ

因此由算角引理

∡K∗
θGK

∗
−θ = ∡(GK∗

θ , GK
∗
−θ) = ∡(PerK−θ(X110),PerKθ(X110)) = ∡K∗

θX110K
∗
−θ. ■
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Proof. (重心坐標) 我們只要證明 X110 會被把 K∗
θ 7→ K∗

−θ 的等共軛變換 φ 打到無窮遠

即可，注意到對於所有的 Kθ 我們有重心坐標

Kθ =

[
a

sin(A+ θ)
: − : −

]
=⇒ K∗

θ = [a sin(A+ θ) : − : −]

=⇒ φ([x : y : z]) =

[
a2 sin(A+ θ) sin(A− θ)

x
: − : −

]
=

[
a2(sin2A− sin2 θ)

x
: − : −

]
代入 X110 則我們有

∑
cyc

(sin2A− sin2 θ)(b2 − c2) = 0 故得證 ■

Problem 9. N , Ko, X110 三點共線。

Proof. 以下的證明中使用到 N 的正交截線垂直 OKo 這一件事。

注意到 LiDN,H (X110) = N , LiHJ (X110) = O，並且我們有 N 的正交截線垂直 OKo，

因此我們有 OKo 平行 N 在 DN,H 上的切線，即 OKo ‖PerN(X110)，故

∡AX110N = ∡(BC,PerKo(X110)) = ∡(BC,OKo) = ∡(BC,PerN(X110)) = ∡AX110Ko

■

Problem 10. 設 K 為共軛重心，GH 為垂足三角形的重心。

證明：KGH 和 �(KX69X110) 相切

Proof. 設 HJ 為 4ABC 的 Jerabek 雙曲線，考慮等角共軛：( · )∗，等截共軛：( · )′，

正交共軛：φ，則我們知道 ψ = ( · )′ ◦ φ ◦ ( · )∗ 為一等共軛變換，則我們可以立即得到

ψ(K) = X69，且我們有 X110 的等角共軛點的正交共軛點的三線性極線為歐拉線，故

X110 的等角共軛點的正交共軛點在斯坦納外接橢圓上，故 ψ(X110) ∈ L∞，因此我們可

以使用張志煥截線基本定理

PerG(X110) = PerL
ψ
∞

X69
(X110) = GX69 = GK =⇒ LiL

ψ
∞

HJ
(X110) = K

另一方面由 cross point 我們知道 KGH 和 HJ 相切，因此由算角引理

∡X69X110K = ∡(PerG(X110),PerX∗
69
(X110)) = ∡(PerL

ψ
∞

X69
(X110),PerL

ψ
∞

K (X110)) = ∡(KX69, KGH)

■
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Problem 11. 給定 4ABC 和內心 I 外心 O，設 HA 為 4BIC 垂心。且設 4DEF

為切點三角形。設 �(AEF ) 和 �(AIO) 分別交 �(ABC) 於 S 和 T (與 A 相異)。

證明：T,HA, I, S 共圓。

Proof. 設 HFe 為 4ABC 的費爾巴哈雙曲線，則顯然我們有

PerI(S) = IHA =⇒ LiHFe
(S) = HA

設 OI 上無窮遠點的等角共軛點為 Y，則我們有 Y ∈ SHA。

設 A′ 為 A 在 �(ABC) 上的對鏡點則我們有 S, I, A′ 共線，故

∡HASI = ∡Y SA′ = ∡Y AO = ∡HAIO =⇒ �(HASI) 和 OI 相切

另一方面我們有

∡TSI = ∡TSA′ = ∡TAO = ∡TIO =⇒ �(TSI) 和 OI 相切

故 T,HA, I, S 共圓。 ■

Problem 12 (GAMO P3). 4ABC 中設 I, H, Na 為其內心、垂心、奈格爾點。D 為

AH 和外接圓的交點，S 為 �(AI) 和外接圓的交點，設 Na′ 為 Na 對 BC 的對稱點，

M 為 BC 弧中點，ANa 交 4ABC 外接圓於 X。

證明：過 Na′ 垂直 SD 的直線、BC、MX 三線共點。

Proof. 設 T =MX ∩BC 則我們只需要證明 Na′T ⊥ SD 即可，因為 AD ⊥ BC，因此

我們只需要證明以下的角度關係

∡(BC, TNa′) = ∡ADS

注意到

∡(BC, TNa′) = ∡(NaT,BC) = ∡(PerNa(M), BC) = ∡AMN∗

且我們由常用 Lemma 有 SM 過 BC 上的切點，因此我們有 S, Na∗, M 三點共線，故

∡(BC, TNa′) = ∡AMN∗ = ∡AMS = ∡ADS

■
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